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Abstract
Mathematics learners often have to acquire conceptual and procedural knowledge. Recent 
studies, however, have suggested that other aspects of learning, such as perceptual learning, also 
play a critical role in the learning process. Perceptual learning interventions used in learning 
mathematics by junior high school, high school, and university students in Japan and the US 
are briefly described.  Moreover, the effects of two computer algorithms known as perceptual 
learning modules (PLMs) on perceptual learning are discussed. Practice in observing structures 
of equations across transformations by using the algebra PLM (Kellman & Massey, 2008) 
improved learners’ abilities to solve equations. Furthermore, practice in matching fractions 
to graphical representations by using the fraction transformation PLM (Unuma, Hasegawa, & 
Kellman, 2016) improved the speed of fraction problem solving. These results suggest that PLMs 
can produce rapid advances in learning mathematics and that perceptual learning techniques 
offer the potential to address crucial aspects of learning.
Keywords:  Perceptual learning, Teaching learning methods, Mathematics learning, Algebra, 
Fractions
本研究は，数学の学習における学習者の知覚活動の役割を心理学の観点から検討，評価する。
数学の学習および教授においては基礎学力の構成要素として，数学的な概念についての知識，
計算のルールなどの手続き知識に加えて，視覚的表現の生成と変換が指摘されている（例えば，
市川他 , 2009）。我々の研究の目標は，知覚学習モジュール（Perceptual Learning Module，以
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下，PLM）と呼ばれる学習アルゴリズムを用いて，学習者が数式や文章題から視覚的表現の
生成と変換を訓練することによって，数学的な課題をより正確で速やかに解決できるように支
援することである。
本稿で取り上げる研究は，PLMおよび関連する方法を，日本と米国における中学生，高校生，
大学生に適用し，その効果を検討した実験的研究である。実験の結果は，PLMを用いた介入
が一般的な数学の学習成績において充分に優れた成果を上げることを示してきた。本稿の最後
では，これらの実験結果が数学の学習と教授においてこれまで比較的軽視されてきた知覚的側
面の再評価を促すとともに，人間の学習行動の理解に基本的な概念的枠組みを提供することが
論じられる。
数学の学習における知覚学習効果の検証
知覚学習の手続き：PLMの原理
本研究の目的は，数学の学習における PLMの効果を検証し，評価することである。PLMは，
一般に数学の材料に限らず，知覚学習の材料からの情報の符号化と変換を促進する学習アルゴ
リズムであり，コンピュータ上で学習者の学習過程を制御する。その原理は，学習者が多数の
事例を分類することによって，課題に関連した情報を選択的に抽出することを可能にしようと
するものである（Kellman & Massey, 2013）。学習される材料は，数学における数式，グラフ，
割合の言語的表現（Kellman et al., 2008），分数表現（鵜沼，長谷川，Kellman, 2014, 2016）の
ほか，生物の形態（Metter & Kellman, 2014）やレントゲンの画像（Kellman, 2013），漢字（Thai, 
Metter, & Kellman, 2011）， 顔 表 情（Hasegawa, Unuma, Kellman, 2013; Unuma, Hasegawa, 
Kellman, 2016）など，きわめて多様である。
PLMに共通する手続きの特徴は，（1）対象の構造との交渉，（2）課題解決の未遂行，（3）
変化する事例の多数の分類試行，の 3点に要約できる（Kellman, Massey & Son, 2010; 鵜沼・
長谷川，2013）。（1）課題の構造との交渉とは，材料の構造的な情報へ注意，弁別，分類，さ
らに変換を通して，学習者の知覚が変容する過程をさす。構造的な情報への注意とは，漢字の
場合は偏と旁の関係など（Thai et al., 2011），割合の文章題では，関連する数字の論理的な関
係に注意し視覚的表現に変換すること（Kellman et al., 2008）をさす。（2）課題解決の未遂行
とは，PLMを用いた学習段階では実際に課題を解くことがないことである。代数の数式表現
を分類する代数 PLM（Kellman et al., 2008）では，実際に代数の問題を解くことはない。また，
代数に必要な概念的知識や計算の手続き的知識が直接に学習者に教授されることもない。（3）
67
数学の学習における知覚学習法
変化する事例の多数の分類試行とは，PLMにおいて学習者に多くの事例が提示され，それら
に共通する不変な関係を抽出することが学習者に求められることをさす。そのためには，事例
のセットが，問題となる不変な関係以外でさまざまに変化することが同時に必要である。
PLMの効果は，一般に対照群を用いた事前テスト―事後テスト計画（Pretest-Posttest 
Design）によって検証される。テストの段階で用いられる課題は PLMにおける事例のカテゴ
リー分類課題とは異なる。例えば，代数 PLMでは実際に紙と鉛筆で代数の問題を解くことが
課題である。また PLMで提示される課題材料とテストで提示される課題材料は異なり，個別
に問題の記憶ではなく材料に共通する構造的な情報の学習効果がテスト段階では測定される。
すなわち，事前テストから事後テストへの成績の向上量が，PLMを用いた実験群と PLM用い
ない対照群で比較され，PLMを用いた実験群のほうがテスト成績の向上量が大きいことが予
測される。
以下では，具体的に代数と分数の理解における知覚学習の効果を検討した研究が取り上げら
れる。代数（Kellman et al., 2008）と分数（鵜沼，長谷川，Kellman, 2014, 2016）に関する研
究はいずれも PLMの原理にしたがった知覚学習課題の効果を検証したものである。いずれの
知覚学習課題においても，数式的な表現に含まれる論理的な関係を視覚的に変換することが要
求された。
代数の理解と知覚学習
代数 PLM（Kellman et al., 2008, Experiment 2）は，文字式の変形・変換を視覚的におこな
い，正しい変換の事例を選択・分類する課題であった。例えば，コンピュータ画面の上部に　
6y＋5x－20＝43　というターゲット式が提示され，その下部に 4つの選択肢，
A　　6y－20＝43＋5x
B　　6y－20＝43（－5x）
C　　6y－20＝43－5x
D　　6y－20＝43－x－5
が提示された。学習者は，A～ Dのうちターゲット式を正しく変形した式を 1つ選択した。
試行ごとに学習者には正解がフィードバックされた。この実験の参加者は，米国の中学 3年生
（8th grade）と高校 1年生（9th grade）であった。事前テストが初日におこなわれ，続く 2日
間に PLMを用いた学習が実施された。翌日に事後テストが実施され，一部の参加者について
は 2週間後に遅延事後テストが実施された。参加者は数式の変形の種類によって異なる 4つの
学習条件に無作為に配分された。なお，教育現場での実施のため，倫理的な観点から PLMを
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用いない対照条件は設定されなかった。実験の結果，いずれの学習条件においても正答率の上
昇と反応時間の減少が認められた。
その後さらに，代数 PLMに次の改良が加えられた（Kellman et al. 2008, Experiment 3）。ま
ず選択肢が 4つから 3つに減らされるとともに，変換に加減乗除が導入された。さらに，学習
者ごとに学習の進行にともなって学習カテゴリーの系列が適応的に操作された（「適応的系列
化」adaptive sequencing）。これは，PLMによる学習を通じて，学習者の成績を追跡・評価し，
学習項目とそのカテゴリーが各学習者の学習を最も促進するタイミング提示されるものであっ
た。なお，学習カテゴリーは計算操作（加減乗除）と移項の有無の組み合わせ（8カテゴリー）
であった。
具体的には，学習者の正答率と反応時間を用いて，当該項目やカテゴリーが再度学習者にい
つ提示されるかが決定された。各項目には当該試行の正当（誤答）と反応時間，直近の試行か
らの時間などいくつかの変数に基づいて，試行毎に更新される優先順位得点が与えられた。こ
の得点に基づいて，たとえば誤答の項目は学習強度（learning strength）が低いと判断されて，
比較的早く学習者に提示された。一方，学習強度が高くなるにしたがって，項目は保持時間が
長くなるように提示された。心理学的な構成概念としての学習強度は正反応の反応時間によっ
て近似され，当該学習者の個々の項目の保持時間（提示間隔）は反応時間の関数として（反応
時間が短いほど）延長された。さらに，ある項目が一定の試行数に正答され，かつ反応時間が
一定の基準よりも短かいと，その項目は学習セットから除かれた。これは「離脱」（retirement）
と呼ばれた。
学習強度は心理学的な構成概念であり，将来のテストにおいて正答する確率に関わってい
る。新たに提示された項目の学習強度は低いが，一般に学習試行の増加とともに学習強度は高
くなる。学習強度が低いと評価された項目が早く学習者に提示され，学習強度が高い項目の提
示間隔が長く操作された。その理由として，「検索努力仮説（retrieval effort hypothesis）」（Pyc 
and Rawson, 2009）が挙げられた。この仮説は学習段階ではより困難で，かつ成功する検索が
学習効率の向上に有効であると仮定する。また，離脱とは，反応時間と正答率をもとに設定さ
れた学習達成基準に到達した学習カテゴリーについて，学習を打ち切ることをさす。これによ
り，学習者は未達成の学習カテゴリーに「検索努力」を集中的に配分することが可能となると
仮定される。
改良された代数 PLMは，56 人の高校生（ほとんどが 9th grade）と 38 人の中学生（8th 
grade）に適用された。まず事前テストが実施され，その後，2日ないし 3日間の PLMによる
学習が 1日 40 分から 50 分実施された。その翌日に事後テストが実施され，遅延事後テストは
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3週間後であった。参加者は，学習カテゴリーの提示条件の異なる幾つかの条件に無作為に配
分された。ここでも倫理的な理由から PLMを用いない対照条件は設定されなかった。実験の
結果，全ての条件で正答率の増加と反応時間の減少が認められた。
分数の量的判断と知覚学習
さて，数学の学習・教育において，分数の理解が数学的な一般的知識の獲得と学習に関連す
ることが指摘されてきた（e.g., Siegler, Thompson, Schneider, 2011, Siegler et al, 2012）。しか
しながら，一方で分数の学習が教育の現場において深刻な困難さを抱えてきたことは，米国，
日本など多くの国々で問題とされてきた（Nunes & Bryant, 2008; Stafylidou & Vosniadou, 2004; 
Yoshida & Sawano, 2002））。実際，米国のNational Mathematics Advisory Panel （2008, p. 18）は，
代数の教育以前に分数の教育が重要であることを指摘している。そこで，我々は代数 PLMの
考え方を分数の学習に適用して分数変換―知覚学習モジュール（以下，分数変換 PLM）を作
製し，分数による認知的判断課題における効果を検証した（鵜沼他，2014, 2016）。
分数変換 PLMは，分子と分母で表現された一般的な数字表現を視覚的な図表現へと変換す
ることによって，分数の量的な判断をより正確で速く可能にすることを目的として開発され
た。従来，分数による量的な判断では，大学生でもしばしば誤反応を生じることが報告され
てきた（e.g., Bonato, Fabbri, Umiltà, & Zorzi, 2007）。米国における入学の難易度が比較的高い
大学（Carnegie Mellon University, Pittsburgh）の学生を対象とした実験でも誤反応率が 5％程
度，一般的なコミュニティカレッジの大学生に同種の課題を実施した場合では 30％の誤反応
率が報告されている（Schneider & Siegler, 2010）。本研究における分数変換 PLMについては，
Schneider & Siegler （2010）において用いられた量的判断課題を用いて，日本人大学生を対象
として PLMによる学習効果の検証をおこなった。
検討された分数変換 PLMは，パーソナルコンピュータ画面上に提示された真分数（たとえ
ば，5／ 6）について，その量（0.83）を正しく図示した棒グラフを 6つの選択肢から選ぶ試
行で構成された（詳しくは，鵜沼他 （2016）　を参照）。試行毎に学習者の反応に対して正解が
フィードバックされた。実験は，事前テスト，学習（約 60 分：PLM条件，あるいは対照条件），
直後事後テスト（ここまでは同日に実施された），遅延事後テスト（1週間後）からなっていた。
事前および事後テストでは，Schneider & Siegler （2010）と同様に，2つの真分数の量につい
ての大小比較判断が課された。テストの結果は正答率と反応時間を指標として分析された。
分数の大小比較という量的な判断においては，自然数と同じようにその量が内的に心的数線
（mental number line）に表現されることが仮定される（Schneider & Siegler, 2010）。2つの分
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数の大小を量的に判断する際には，両者が同一の心的数線上に位置付けられ，両者の量的な差
異が大きいほど，心的数線上の距離が大きくなると仮定される。判断はこの心的数線上の距離
の対数が大きいほど容易であり，したがって反応時間が短くなると仮定される（「距離の効果」
distance effect）。したがって，分数変換 PLMの検証においては，PLMの効果によって分数の
心的数線上への変換の精度が向上し，大小比較における距離の効果がより明瞭になることが予
測された（鵜沼他，2016）。
実験の結果，反応時間から分数の距離の対数への回帰直線の当てはまりの程度を指標とし
て，距離の効果の分析がおこなれた。対照条件よりも PLM条件において，事後テストにおけ
る距離の効果が事前テストよりも明確であり，1週間後の遅延事後テストでも同様の結果で
あった。すなわち，分数変換 PLMによって，数字表現された分数の視覚的表現への変換が促
進され，心的数線上での比較がより正確で速やかにおこなれるように変化したと言える。これ
は，分数の量的表現という心理的表象の精度が PLMを用いた知覚学習によって向上し，その
結果，数量的な判断の処理がより円滑におこなわれたことを示している。
知覚学習と学習過程
数学の学習における PLMの効果
これまでの実験から，代数 PLMと分数変換 PLMが，視覚的な処理を促進させることによっ
て，数学的な操作にもとづく認知的な課題の成績を向上させることが示された。PLMが，比
較的短時間の実施（1日 40 分から 60 分で，1日から 3日間程度）によって，数学的な表現を
用いた材料にふくまれる論理的な関係情報（代数の変形規則，分数の表現する量）の抽出と視
覚的な変換を促進する可能性が示唆されたと言える。PLMは一般に視覚的な情報にもとづく
多数の事例の分類課題であり，実際にテストで用いられるような数学的な課題の解答を要求す
るものではない。それにも関わらず，日常的な数学的課題の成績を向上させたことは，一般的
な数学的課題の解決に，視覚的な情報の抽出と変換という処理が重要な役割を果たすことを示
していると言えるだろう。
数学の課題解決とその学習における視覚的表現の有効性を示す事例は PLMに限らない。最
近，Mickey & McClelland （in press）は，米国の高等数学教育において微積分学の準備となる
段階の三角法（Trigonometry）の教育を取り上げ，単位円（Unit Circle）と呼ばれる図的表現
を用いた学習の効果を検証している。大学生を対象とした実験の結果，単位円を用いた大学生
は，計算規則に基づいた解決法を学んだ学生よりも事後テストにおいて成績の向上をみせた。
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Mickey & McClelland （in press）が学習において仮定する視空間的表現（visuospatial 
representation）の特徴は，漸進的な統合と精緻化（gradual integration and elaboration），外
在化から内在化へ（externalization then internalization），一般的内容か，それとも特殊か
（generic vs. specific content），という 3点にある。つまり，単位円の利用は，他の一般的な心
的表現，たとえばメンタルモデル（Johnson-Laird, 1983），心的イメージ（e.g., Shepard, 2008）
と異なり，時間をかけた漸進的な連合の過程をとおして概念的な構造化を促す。この過程で，
視空間的表現が外在化された表現から内在化された概念的体系へと変換される。また，単位円
は，特殊で身近な内容の事例ではなく，より抽象的で一般的なものであり，他の課題への一般
化可能性をもつ。これらの学習過程のメカニズムは，McClelland （2013）　において神経ネッ
トワークモデルとしてモデル化されている。
本研究における PLMを用いた知覚学習は，いくつかの点でMickey & McClelland （in press）
における視空間的表現と共通する知覚的表現の形成を仮定する。まず，PLMによる知覚
学習は，知覚の変容過程で単純な特徴の処理から特徴間の高次の関係の処理へと移行する
（Kellman et al., 2010）。たとえば，分数変換 PLMでは，分数の分子と分母の個別に処理から
それらの関係の抽出，さらに量的表現への変換が促進される。実験では，形成される知覚表象
の精度が向上したことが「距離効果」を指標として示された。さらに PLMによる知覚学習は，
統合的な処理の変化と同時に選択的な情報抽出を可能とする。代数 PLMでは，さまざまに変
化する学習材料の中から課題に関連した部分のみの選択的な情報抽出が可能となると考えら
れる。この選択性という点で，PLMが仮定する情報処理の変容過程は，Petrov, Dosher, & Lu 
（2005）における「選択的な再荷重モデル」に近いと言える。
一方，Mickey & McClelland （in press）における外在化から内在化への変化について，PLM
は類似した仮定をおいてはいない。しかし，PLMは学習者の知覚的変化を発見効果（discovery 
effects）と流暢性効果（fluency effects）の 2点からとらえる（Kellman et al., 2010）。発見効
果とは，上述した選択的な情報抽出と，特徴間の高次の関係を見出すことをさす。これに対し
て流暢性効果とは，処理速度が上昇するとともに注意の負荷が減少し，情報の処理が直列処理
（serial processing）から並列処理（parallel processing）へと変化することをさす。したがって
知覚学習の過程は課題に適切な情報の発見から，より流暢な処理への変化の過程として捉えら
れる。
また，Mickey & McClelland （in press）における一般的内容か，それとも特殊かという観点
については，PLMによって形成される知覚的表現は個々の事例の記憶の集積ではなく，抽象
化された表現であると仮定される。実際，代数 PLMでは数式の変形のみを分類することが課
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されたが，テスト段階では PLMとは異なる代数の問題を紙と鉛筆で解くことが求められた。
代数 PLMで学習された知覚的表象は，数式の変形規則についての視覚的な一般的特徴を表現
した抽象的な表現から成り立っていた考えられる。また，分数変換 PLMにおいても，検証段
階のテスト課題では PLMの刺激セット（分子分母とも 1桁の真分数）とは異なり，分子分母
とも 2桁の数字を用いた真分数が用いられた。また，PLM課題も，テスト段階における 2つ
の分数の大小判断ではなく，1つの分数の分子と分母の関係から量的表象を形成するのみで
あった。したがって分数変換 PLMにおいても，形成される知覚表象は分数の量的な表現とい
う抽象化された視覚的表象である。
PLMによる知覚学習の一般性 
PLMによる知覚学習は，数学の学習以外にも適用されたきた。画像（Kellman, 2013），文字
（Thai et al., 2011），顔表情（Hasegawa et al., 2013）などの知覚において，PLMによる知覚学
習が情報抽出の精度と速度を向上させることが示されてきた。さらに，それらの学習の効果は，
日常の複雑な認知的課題の解決に転移することが示唆された。例えば，レントゲン画像につい
ての PLMは，実際の医学教育の現場においてその効果（統計的な効果量は .70 を上回る）が
確認された（Kellman, 2013）。これらの結果は，われわれの日常的な行動において，これまで
軽視されてきた心理学的側面，すなわち知覚学習過程の意義を問い直すものである。文字の知
覚やレントゲン画像の判断などは，これまで個別の事例についての知識の集積と概念的な知識
によって規定されると考えられてきた。しかし，このような知識が対象の構造的な情報の知覚
と結びつくことによって初めて複雑な課題の遂行が可能となると言えるであろう。
知覚学習の技術としての PLMは，上述のように様々な場面で効果が認められてきたが，今
後さらに検討されるべき課題として次のような点を指摘することができる。まず，PLMが
もたらす知覚学習の効果がどのような学習のメカニズムによるのかを理論的に明らかにする
ことである（Kellman et al., 2010, pp. 301–302）。PLMは多数の事例を比較・分類する課題で
構成されるが，この比較で誘発されるのはどのような情報処理効果であろうか。Schwartz & 
Bransford （2004, p. 479）が指摘するように，事例のセットを処理する機会は学習者が見逃し
ていた情報に対して敏感になることを可能にし，その結果，事例を他と区別するような特徴や
次元を学習者に気づかせる，という見解は有力な説であると思われる。この説は，学習におけ
る分化（differentiation）を重視する観点であり，これは Gibson, E. （1969）における知覚学習
説に源をたどることができる。
このような知覚学習過程は，いくつかの神経ネットワークモデルによってモデル化されてき
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た（e.g., Petrov et al., 2005）。本研究が取り上げた事態よりも比較的な単純な事態における知
覚学習をモデル化したこれらの神経ネットワークモデルは，刺激の弁別と分類，それに伴う
フィードバックによって，特定の情報を検出する分析器の荷重を増加させ，そのほかの分析器
の荷重を減少させる。ただし，本研究が取り上げるような複雑な知覚学習課題においては，既
存の特徴だけではなく新たな構造を生成することが必要となる（Kellman et al., 2010, p. 302）。
したがって，これらの神経ネットワークモデルが高次の知覚学習の処理メカニズムと共通する
機構を表現する可能性が今後検討される必要があろう。
PLMの可能性を検討するうえで今後に残されたもうひとつの課題は，学習技術（learning 
technology）として学習効率をさらに向上させるための PLMの具体的な改善方法を開発する
ことである。すでに，学習者の学習水準に応じた適応的（adaptive）な学習事例の提示方法が
学習効率の向上に寄与することが示されてきた（e.g., Kellman et al., 2008; Kellman, 2013）。そ
こでは，学習の進行に伴う各試行の反応時間を主要な指標として，提示される学習項目のカテ
ゴリーの系列が各学習者に適応するように操作された。今後，具体的な課題における具体的な
学習系列の決定アルゴリズムが各 PLMに実装されることが望まれる。また，これらの課題に
共通する学習系列操作の原理がプログラミング可能な形で定式化されることが期待される。そ
れによって，学習者の個人差や学習水準に応じた適応的な知覚学習の方法が開発されれば，学
校教育現場に限らず広く産業，交通，研究開発などの諸分野においても，これまでとは異なる
観点，すなわち個人の知覚学習を考慮に入れた訓練，学習システムの開発が期待できるであ
ろう。
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